Aide Mémoire de Calcul Différentiel

1 Rappels sur les espaces normés

boule ouverte de centre a et de rayon r
boule fermé de centre a et de rayon r
Q ouvert

A fermé

V(a) : V voisinage de a
A borné
suite convergente

suite de Cauchy

suite convergente
espace de Banach (complet)
|| -1 et] -||" équivalentes

f+E — F continue en a

f continue

compact

F fermé C K compact
K compactet f continue
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B(a,r)={z € E ||z —al <7}

B(a,r)={z € E ||z —a|] <}

Ve e Q,Ir>0]| B(x,r) CQ

E\A ouvert

Vo, € A— x alors x € A

Ir >0, Bla,r) CV

Jr ek, Ir>0|AcC B(x,r)

Ve >0,3ng e N|n>=ng = |z, — 2| <e

Ve >0,3ng e N|n,m = ng = ||z, — zm| <e
suite de Cauchy

suite de Cauchy = suite convergente

Ja >0, b>0|Vz € E,a|z| < |z] < bl
Ve>0,30>0: |lz—a|llg <d=|f(z)— fla)|lr <e
Ve >0, 36 > 0, Vx € B(a,d), f(z) € B(f(a),e)
B fermé alors f~*(B) fermé

B ouvert alors f~'(B) ouvert

YV, — x alorsf(z,) — f(x)

sous-recouvrement fini d’ouverts

V suite, 3 sous-suite convergente

fermé + borné

de Banach (complet)

F' compact

f(K) compactet f bornée et atteint ses bornes



dimensions infinies (cas général) dimensions finies

exemples : C°([0; 1], R) ~ R>, P[X] exemples : R™, M, ., (R)

normes équivalentes

espace de Banach (complet) si suite de Cauchy = suite convergente
suite de Cauchy = suite convergente

compact = sous-recouvrement fini d’ouverts compact <= fermé + borné
compact <= sous-suite convergente
compact = fermé + borné

linéaire + continue < linéaire + bornée linéaire —> continue
sur B(0;1)

Théoréme du point fixe

{ f: E — E avec F, espace de Banach

If(z) — fW)| <allz—y| O<a<l) f(a) = a unique

Applications linéaires continues : £(F, F)

£ = ”fHE(E,F) = SUpP|z|p<1 1f(@)|lr

si f linéaire: f continuesur £ < f continue en un point
& f estbornée sur B(0;1)
& IM >0 telque | f(z)l[r < Mz]z (avee M = || f])

fe LB, F) = [lf@)r < Iflzllz

2 Synthese sur les applications différentiables

fla+h)— f(a) = linéaire, continue en h + négligeable en h
différentielle : f'(a) € L(E, F)
fla+h) - fla) = [F/(@))(k) ou f'(a)h + o(h)
(calcul différentiel) = (algebre linéaire) + (majorations de normes)

x+— f'(a)(x — a) + f(a) : équation de la tangente & f en a = approximation affine

Rappels
=0 @ r—a _ . @ »
f=olg) = 9z 0 f=0(9) = lim o born
f(h) = o(h) |Jﬂ(hh|)|| JIIECN



g€ LR,R) «— INeR|VzeR, g(z)=X
g€ LR R™) <= 3IM; e M,xm(R)| Ve eR", g(x) =My
= f(a) € LR™,R™) = f'(a) € Muxm(R)

2.1 Propriétés
e f différentiable = f continue
e fELEF)= [fl(a)=f
e f constante = f’(a) =0
o (\f)(a) = Af'(a)
o (f+9)(a)=f'(a) +9'(a)
(

e (g0 f)(a)=g(f(a)o f'(a)
o () = B(f(x), g(x) = U'(a)h = B(f'()h, g(a)) + B(f(a), g'(a)})
ex: U(z) = f(z) x g(x) = B(f(), g(x)) avec B(z,y) =z x y
= U'(a)h = f/(a)h x g(a) + f(a) x g'(a)h

2.2 Théoreme d’accroissements finis

z€la,b

£ différentiable sur [a,5] = | f(b) — f(a)|r < < sup [If'(x )|||> b — all g

f différentiable sur un connexe = ||f(z) — f(y)||r < ( sup ||f’(a)||> |z — yllz

acconnexe
I (a)ll = ”f/(a)H.C(E,F) = SUpPjz|p<1 1 £ (a) ()]l 7

23 Casf:R"— R™

f différentiable =, f existent : §;f(a) = f'(a)e;
f différentiable <= §; f existent
f différentiable < §; f existent et sont continues

a)h = 5;f(a)h

2.4 Continiiment différentiable

différentiable . .
fec!= { i , clontinué } < 0, f existent et sont continues (cas R” — R™)

A fl(x): E — F ” U — L(E,F)
h —  f(x)h x = f(x)

'(a) continue (et linéaire) Va € E

f différentiable sur U = f
#  f’ continue



2.5 Matrice Jacobiennede f : R" — R™ en x
O filz) ... Onfi(z) V fi(z)"
Jf(x) = : : : = : = (Nf(@) ... Imf(2))

L(R",R™) M, m (R)
zeR"  fi(z) Jf(z)

r,y eR", f'(x)y=Jf(x)y e R™

2.6 Gradientde f : R" — Renx

o1 f(x)
Vi) =Jf(x)" = :
Onf(x)

h1
F@h=(of) ... onf(x)) ( : ) = (Vf(z),h)

Rappels
Injectif, Surjectif, Bijectif

f injectif < f(z)=f(y)=>x=y
si f linéaire: f injectif < (f(z)=0=2=0) < ker f = {0}
f surjectif & Vy,3z| f(z)=y
Vf:E—F = f:FE— f(E) surectif

f bijectif < f inversible
& f injectif et surjectif
& vy, dlz| f(z)=y

f € L(R™,R™) inversible et d’inverse continue < det Jf(x) # 0

Inversion de matrice

—1

T det A

avec comA;; = (—1)"* det(A privée de la i-eme ligne et de la j-iéme colonne)

a b\ ' 1 d —b
c d Cac—bd\ —¢ a

comAT




3 Différentielles secondes, formules de Taylor

3.1 f”(a) différentielle seconde de f en a
f(a+h) = f'(a) + f"(a)h + o(h) dans L(E, F)
f"(a)=(f")(a) € LIE,L(E,F)) = L(EXE, F)) = application bilinéaire continue

3.2 Théoreme de Schwarz

fdeclasse C?* = f”(a) est symétrique
33 Casf:R"—= R

" n n 82f
F@)hk) =32 g @kihy

j=1i=1

Matrice hessienne de f (carrée et symétrique)

% f Pf .

0z (x) Y 32,01, (‘E)
V2 f(x) =

a? 9>

3.4 Formule de Taylor

f:E—=F  fla+h)=fla)+ f'(a)h+ %f”(a)(h,h) + o(h?)

iR SR flath) = f(a) + (VF(a), h) + %(VQf(a)h, B + o(h?)

3.5 Ensemble convexe / Fonction convexe
C C R" convexe <= Va,y € C,Va € [0,1], ax+ (1 —a)y e C
f:C CR" = Rconvexe <= Va € [0,1], flaz+(l—-a)y) < af(z)+(1—-a)f(y)

3.6 Propriétés
f convexe = \f convexe (A > 0)

f et g convexes = (f + ¢) et max(f, g) convexes

3.7 M € M, (R) matrice symétrique
M est définie positive M est semi-définie positive
< Vz e R\{0}, 2TMz >0 | <= VzeR", 2TMz>0

<= toutes valeurs propres > 0 | <= toutes valeurs propres > 0
p=2 [ det(M) >0 p=2 [ det(M) >0
tra(M) > 0 tra(M) >0



3.8 Propriétés

fconvexesur O <= Va,ycC, fly) = f(z)+ Vi) (y—=z)
fconvexe sur O <= Va €O, V2f(
f

) semi-définie positive
f strictement convexe sur C <=V € C, V*f()

x
x) définie positive

4 Inversion locale, fonctions implicites

4.1 Difféomorphisme de classe C' ou C'-difféomorphisme

f:V — F estun difféomorphisme de classe C! de V (sur W = f(V))
— f:V — W est bijective de classe C* sur V
f1:W — Vestde classe C! sur W

4.2 Théoréeme d’inversion locale

Si { f:U — F declasse C!

f'(a) inversible et d’inverse continu (= det J f(a) # 0 : cas R — R™)
Alors { IV =V(a) ouvert, (3W = V(f(a)) = f(V) ouvert)

f:V — F estun C!-difféomorphisme de V'

JH( (@) = (Jf(@)~" casR" —»R™

4.3 Théoreme des fonctions implicites

f:UCR"XRP — RP (valable aussi sur des espaces de Banach)
(@,y) = flz,y)
f est de classe C!
Si f(a,b) =0
det Jy f(a,b) #0 (Jyf(a,b) € Mpxp(R) et Jf(x,y) € M(nip)xp(R))
IV, = V(a) ouvert, 3V, = V(b) ouvert, avec V, x V, CU
3 une application ¢ : V, — V}, de classe C! tels que

alors { (x,y) eV, xV, { zeV,
flz,y) =0 y = p(z)
TR Jp(e) = @) (@ 0l@) (€ My (R)

4.4 Vecteur tangentenca a C' C R

v € R™ vecteur tangent en a a C'
<= Jv: I — R" dérivable (ou I est un intervalle ouvert contenant 0) telle que



v vecteur tangentde kerh ena = v € ker Jh(a)

v € ker Jh(a)
v vecteur tangentde kerh ena <= Vi, Vhi(a) linéairement indépendants
(c-a-d ker Jh(a)T = {Ogn})



